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W zdaniowych logikach wiedzy zamiast dwuargumentowego
funktora K(a, ¢) (,a wie, ze ¢’) wprowadza sie jego jednoargu-
mentowy odpowiednik K, bedgcy — syntaktycznie rzecz biorgc —
spojnikiem jednoargumentowym. Jest to oczywiscie spojnik in-
tensjonalny.

Wyrazenie majgce postac:

KA

czytamy zatem:
wiadomo, ze A.

Logiki wiedzy charakteryzujg wiedze niejako in abstracto i/lub
wiedze pewnego wyidealizowanego podmiotu epistemicznego.

W przeciwienstwie do przekonania, wiedza dotyczgca sgdu
zaktada, ze sad ten jest prawdziwy. W konsekwencji, w kazdej
logice wiedzy tezg powinna by¢ dowolna formuta o postaci:

KA — A.



Wyrazenie majgce postac:
—K-A
czytamy:
nie jest tak, ze wiadomo, ze —A
CO mozna tez wyraziC nastepujgco:
A nie jest wykluczone (is not ruled out).
Przyjmiemy nastepujgcy schemat definicyjny:
MA <df —K—-A

M jest modalnoscig dualng do K (tak jak ¢ jest modalnoscig dual-
ng do O, a P jest modalnoscig dualng do C).

Dla porzadku: modalno$é dualng do K nie zawsze oznacza sie symbo-
lem M, my jednak przyjmiemy takg witasnie konwencje notacyjna.



Najbardziej znane zdaniowe logiki wiedzy to T, S4i S3.
Otrzymujemy je — najogolniej rzecz biorgc — poprzez dokonanie
epistemicznej interpretacji aletycznych modalnych logik zdan T,
S4 i S5. Mowigc nieco bardziej scisle, w aksjomatach, tezach po-
chodnych i regutach inferencyjnych logik aletycznych zastepuje-
my modalnosc¢ aletyczng o modalnoscig epistemiczng K, nato-

miast modalnosc¢ aletyczng ¢ — modalnoscig epistemiczng M.

Rozpocznijmy od logiki wiedzy, ktérg mozna otrzymac po-
przez dokonanie epistemicznej interpretacji aletycznej logiki S§ —
czyli od epistemicznej logiki S5. Bedziemy jg dalej okreslac po
prostu mianem 895, dodajgc przymiotniki ,aletyczna” i ,episte-
miczna” jedynie wowczas, ich brak grozi powstaniem nieporozu-
mien.



S5 jako logika wiedzy



Pojecie formuty jezyka (epistemicznej) logiki S& okreslamy
standardowo; operatorami epistemicznymi sg K oraz M.

Jak pamietamy, dla (aletycznej) S5 mamy:

S5 = KTE = KT5 = KTB4
tak wiec $5 mozna zaksjomatyzowac za pomocg roznych zesta-
wow aksjomatow specyficznych.

Budujgc logike epistemiczng S5 w postaci systemu aksjoma-
tycznego, wygodnie jest przyjac nastepujacy zestaw aksjomatow
specyficznych:

K: K(p— q)— (Kp— Kg)

T: Kp—>p

S: —-Kp - K-Kp
| tak wtasnie postgpimy.



Ponadto mamy aksjomaty rachunkowozdaniowe, definiowane
standardowo.

Pierwotne reguty inferencyjne to:

RO: RP: RG: RZ:
A—->B A A B
A A [p; /B] KA B[—K—A /| MA]
B
Z oczywistych powodow regutami wtérnymi sg m.in:
RR: RE:
A—>B Ao B
KA —» KB KA < KB

oraz reguty wtérne oparte na KRZ.

Pojecia dowodu i tezy budowanego systemu aksjomatycznego
okreslamy standardowo.



Dalej mowigc o tezach, bede miat na mysli tezy przedstawionego
systemu aksjomatycznego dla (epistemicznej) SS.

Skoro aksjomatem jest formuta T-:
Kp—>p

a w systemie obowigzuje reguta RP, to kazda formuta postaci:
KA > A

jest tezg. K spetnia wiec warunek faktycznosci (factivity), co jest

wymagane dla wiedzy.

Skoro formuta 5:
—Kp > K—=Kp

jest aksjomatem, to kazda formuta postaci:
—-KA - K-KA

jest tezg. Znaczy to, ze S5 przypisuje podmiotom epistemicznym
wtasnosC negatywnej introspekciji.



Jest oczywiste, ze tezg jest formuta E:
Mp - KMp.
W S5 dowodliwa jest formuta’:
Kp - KKp
a wiec kazda formuta postaci:
KA —» KKA

jest tezg. S& przypisuje zatem podmiotom epistemicznym wia-
sSnosC pozytywnej introspekcii.

Tezg jest rowniez formuta D:
Kp —> Mp
skad tatwo wnosimy, ze tezami sg tez:
Kp - —=K—p

'Dowody wielu (aletycznych odpowiednikow) rozwazanych tu tez zostaty podane na kursie ,,Logika II”.



—(Kp A K—p)
Komentarz: zapraszam na wyktad :)
Tezg jest formuta B:
p —> KMp
co pozwala zauwazyc, ze tezami sg rowniez:
—p v KMp
MK—p — —p
MKp —> p
Komentarz: zapraszam na wyktad :)
Tezg jest tez:
KMp — Mp

a skoro tezg jest formuta E, to mamy rowniez teze:

KMp <> Mp
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Jest to jedno z tzw. praw redukcji modalnosci logiki S8. W rozwa-
zanej logice mamy takze inne prawa redukcji, viz.:

MKp <> Kp

KKp < Kp

MMp <> Mp
skad wnosimy, ze tezami sg wszystkie formuty majgce postac:

KMA & MA

MKA < KA

KKA & KA

MMA <& MA
a regutami wtérnymi sa:

KMA MKA KKA MMA

MA KA KA MA
oraz reguty bedace ich ,odwroceniem”.
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Dygresja: W semantyce dla S5 spdjnik rownowaznosci rozumiany jest
standardowo. Prawa redukcji gwarantujg, ze gdy mamy formute o
schemacie:

... ThalhA

gdzien>1,aTlj(1<i<n)toalbo K, albo M, to wartosc¢ logiczna tej
formuty jest taka sama, jak wartos¢ logiczna (,koncowej”) formuty I",, A.
Podobnie dla formuty o schemacie:

- . ThllhA
oraz formuty —I', A. Mozna to zilustrowac¢ nastepujgcg tabela:
. I'hyKA (KA
. I'hyMA |MA
—I'I.. I KA | —KA
—I'I.. I'h.iMA| —-MA

Komentarz: zostanie podany na wyktadzie :)
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Tezami s3:

K(p A q) > Kp A Kq

Kp A Kqg — K(p A q)
A zatem tezg jest rowniez:

K(p A q) < Kp AKq
Tezg jest:

Kp vKg — K(p v q)

ale implikacja odwrotna do powyzszej nie jest tezg.

Natomiast tezami sa:
K(p v Kq) > Kp v Kq
Kp v Kg - K(p v KQq)
a zatem rowniez nastepujgca rownowaznosc:
Kp v Kg < K(p v KQq).
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Tezami s3:
M(p v q) > Mp v Mq
Mp v Mq — M(p v q)
M(p v q) <> Mp v Mq
Tezg jest:
M(p A q) > Mp A Mq

ale implikacja odwrotna nie jest tezg. Tezami sg jednak:

Mp A Mg > M(p A Mq)
M(p A Mq) > Mp A Mq
Mp A Mg <> M(p A Mq)
Tezami sg takze nastepujgce rownowaznosci:
K(p v Mq) < (Kp v Mq)
M(p A Kq) <> Mp A Kg
a wiec rowniez odpowiednie implikacje.
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Odnotujmy wreszcie nastepujgce tezy:
K(p v q)—> Kpv Mgq
K(p = q) AK(g—> 1) —> K(p—>7)
K(p — q) > (Mp - Mgq)
K(p > q) AM(pAr)—>M(@QAr)
Implikacje odwrotne do powyzszych nie sg tezami, podobnie jak
tezg nie jest implikacja odwrotna do formuty K.

Rzecz jasna nie wyczerpalismy tutaj wszystkich tez (episte-
micznej) Sb — tych jest (przeliczalnie) nieskonczenie wiele :)

Pewne — ale nie wszystkie ! — sposrod podanych tez sg rowniez te-
zami logik wiedzy stabszych od S5, powstajgcych poprzez dokonanie
epistemicznej interpretacji aletycznych logik Ti S4. Ktére? Pozosta-
wiam to Panstwu jako ¢wiczenie z dziedziny stosowania metody tabel
analitycznych.

15



Semantyka dla S5. Tabele analityczne
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Przypomnijmy pewne ustalenia z kursu ,Logika II".

Twierdzenie 10.19. Kazda teza modalnego rachunku zdan S$ jest praw-
dziwa w klasie tych wszystkich struktur modelowych, w ktorych relacja
alternatywnosci jest relacjg rownowaznosciowas.

Bez dowodu podamy:

Twierdzenie 10.20 (o petnosci rachunku S5). Kazda formufa (jezyka MRZ),
ktora jest prawdziwa w klasie wszystkich takich struktur modelowych, w
ktorych relacja alternatywnoSci jest relacjg rownowaznoSciowg, jest te-
zg modalnego rachunku zdan S$.

Whiosek 10.8. Tezami rachunku S5 sg te — i wszystkie te | — formuty jezyka
MRZ, ktore sg prawdziwe w kazdym Swiecie dowolnego takiego modelu
Kripkego, w ktorym to modelu relacja alternatywnoSci jest rownowaznoscio-
wa.
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W przypadku epistemicznej S5 sytuacja jest analogiczna. Tym
razem relacje R struktury modelowe] <W, R> interpretujemy jako
epistemiczng alternatywnosc¢ — co nie zmienia nic na poziomie
formalnym ©. Mozna udowodnic:

Formufa A jest tezg logiki wiedzy S5 wtw formuta A jest prawdzi-
wa w kazdejf takiej strukturze modelowej, w ktorej relacja (episte-
micznef) alternatywnosci jest rownowaznosciowa.

Sens intuicyjny powyzszego twierdzenia staje sie jasniejszy
wowczas, gdy wezmiemy pod uwage, ze ma miejsce nastepujacy
Fakt: Relacja R — W x W jest rownowaznosciowa w zbiorze W
wiw R jest zarazem zwrotna i euklidesowa w zbiorze W.

Dowod: zapraszam na wyktfad :)
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Zatem zachodzi rowniez nastepujgce twierdzenie:

Formufa A jest tezg logiki wiedzy S5 wtw formuta A jest prawdzi-
wa w kazdejf takiej strukturze modelowej, w ktorej relacja (episte-
micznef) alternatywnosci jest zwrotna i euklidesowa.

Zwrotnosc relacji alternatywnosci jest, jak pamietamy, gwarantem
obowigzywania w logice modalnej formuty T, czyli, w konsekwen-
cji, obowigzywania w logice wiedzy kazdej formuty postaci KA —
A. Z kolei euklidesowosc relacji epistemicznej alternatywnosci
znaczy, ze swiaty epistemicznie alternatywne wzgledem pewne-
go (dowolnego) swiata sg rowniez wzajemnie epistemicznie al-
ternatywne.
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S5 mamy jeszcze inng bardzo istotng wlasnos¢. Przypomnij-
my:
Twierdzenie 10.21. Formufa A (jezyka MRZ) jest tezg rachunku zdan S$

wtw formuta A jest prawdziwa w dowolnym modelu Kripkego, w ktorym
relacja alternatywnosci jest uniwersalna.

Odpowiednik powyzszego twierdzenia obowigzuje rzecz jasna
dla logiki wiedzy S5.
Komentarz filozoficzno-kognitywistyczny zostanie podany na wykfadzie.
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W efekcie semantyke dla S§ mozemy znaczgco uproscic, po-
mijajgc w definicji modelu relacje epistemicznej alternatywnosci
(jako ze uniwersalnosé tej relacji w zbiorze mozliwych $wiatéw W ozna-
cza, ze kazdy swiat z W jest epistemicznie alternatywny wzgledem
kazdego $wiata z W, w tym wzgledem siebie samego). Modelem be-
dzie teraz para uporzadkowana postaci:

($) <W, v>

gdzie W jest niepustym zbiorem (,mozliwych swiatow”), a V jest
funkcjg wartosciowania okreslong dla formut postaci KA oraz MA
w niestandardowy sposob, viz.

o V(KA, w) =1 wtw dla kazdego w*e W: V(A, w*) =1,
o V(MA, w) =1 wtw istnieje w* € W takie, ze V(A, w*) = 1.
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Pozostate warunki definicji funkcji wartosciowania pozostajg bez
zmian; formuta prawdziwa w modelu postaci ($) to formuta praw-
dziwa w kazdym swiecie tego modelu. Mozna udowodnic, ze:

Formuta A jest tezg logiki wiedzy S§ witw A jest prawdziwa w ka-
zdym modelu postaci ().

W efekcie mozemy tez uprosci¢c metode tabel analitycznych
dla S5, pozbywajac sie formut relacyjnych postaci iR;. Reguty dla
spojnikow pozostajg bez zmian:
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Reguty dla spojnikow KRZ

-
—|—|A, l
Al
r,: r_,: r,: r_y:
AAB,i —(AAB),i AvB,i —(Av B),i
A, i A i | B, AilBi A, i
B, i —B, i
r_: r.: re: o
A—>B i —(A—> B),i Ao B i —(Ae B), i
—A,i | B, i A Al | —Aid Al |-A I
—-B, i B,i| =B, i —-B,i | B,i
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Reguty dla modalnosci sg nastepujgce:

r_x. r_m:
—KA, i —MA, i
M—IA, l K_lAJ l
I'KZ rM:
KA, i MA, i
A j A j
gdzie j jest nowym’®
liczebnikiem

* Tzn. liczebnik j nie wystepuje wczesniej na tej gatezi (budowanej tabeli analitycznej), na ktorej
stosujemy regul¢ wobec rozwazanej formuly indeksowanej M4, i .
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Czy S5 jest ,,wlasciwa” logikg wiedzy?
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S5 przypisuje wiedzy (wyidealizowanego) podmiotu epistemicznego

wtasnos¢ negatywnej introspekciji; jej teza/aksjomatem jest formuta 5:
—Kp - K—-Kop.

Argumentowano, ze (w przypadku, gdy rozwazanym podmiotem jest
cztowiek) brak wiedzy o tym, ze p nie musi wspotwystepowac — i w wielu
przypadkach nie wspotwystepuje! — z wiedzg o tym, ze nie wiadomo, ze
p.
Mowienie o wspotwystepowaniu jest tu o tyle uzasadnione, iz bezpo-

srednig konsekwencjg obowigzywania w S5 formut T oraz 5 jest obowia-
zywanie formuty:

—Kp & K-Kp
oraz jej wszystkich podstawien.

Uwaga: gdy rozwazamy podmioty nie bedace ludzmi, sytuacja jest od-
mienna. Wiecej — na wyktadzie.
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Nieco bardziej wyrafinowany argument przeciwko przypisywaniu
podmiotom epistemicznym — nawet wyidealizowanym — wlasnosci nega-
tywnej introspekcji jest nastepujacy.

Przypuscmy, ze p nie jest prawdg, jednakze podmiot a jest catkowi-
cie przekonany, ze p. Skoro p nie jest prawdg, to formuta Kp — rozumia-
na jako odnoszgca sie do wiedzy podmiotu a — nie jest prawda, czyli
formuta —Kp jest prawda. Mozna jednak zasadnie argumentowac, ze
przekonania (beliefs), catkowite przekonania (convictions) i wiedze
(knowledge) podmiotu a fgczy m.in. nastepujgcy zwigzek:

C(a, p) - B(a, K(a, p))

Wobec tego, skoro a jest catkowicie — chociaz btednie! - przekonany, ze
p, to a jest przekonany, ze wie, ze p, a zatem nie Jest tak, ze a wie, ze
nie wie, ze p. Innymi stowy, w rozwazanej sytuacji —Kp bedzie prawda,
a K—Kp — fatszem.

27



Mamy (co najmniej) trzy wyjscia:

1. Ignorujemy powyzsze argumenty. Wbrew pozorom, jest to wyjscie
racjonalne, albowiem (epistemiczna) S5, w przeciwienstwie do pro-
pozycji alternatywnych, ma wiele zalet, zwlaszcza gdy interesujg nas
zastosowania.

2. Przyjmujemy, ze epistemicznie zinterpretowane logiki T lub S4 sg
,wiasciwymi” logikami wiedzy. W obu z nich nie obowigzuje formuta
5, bedgca zrodtem ktopotow. Patrzac filozoficznie, znaczy to, ze nie
przypisujg one podmiotom epistemicznym witasnosci negatywnej in-
trospekciji, nawet w formie ograniczonej.

3. Przyjmujemy, ze ,wtasciwg” logikg wiedzy jest jakas logika silniej-
sza od S4, ale stabsza od S5, w ktorej wlasnos¢ negatywnej intro-

spekcji przypisywana jest podmiotom epistemicznym w formie ogra-
niczonej. W tym kontekscie przywotuje sie zwykle logiki S4.2 i S.4.4.
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Budujgc (epistemiczng) logike S4.2 w postaci systemu aksjomatyczne-
go, jako aksjomaty specyficzne mozemy przyjac:
K: K(p— q)— (Kp— Kg)
T: Kp—>p
4. Kp - KKp
4.2. —K-Kp—-> K-K-Kp
natomiast w przypadku S4.4 aksjomatami specyficznymi beda:
K: K(p— q)— (Kp— Kg)
T. Kp—p
4. Kp - KKp
44. pAr—-K-Kp—> Kp

Reguly inferencyjne pozostajg bez zmian.

29



